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Âñòóïëåíèå

ß áëàãîäàðþ îðãàíèçàòîðîâ ñåìèíàðà çà ïðèãëàøåíèå ñäåëàòü äîêëàä. ß ðàñ-
ñêàæó î òåîðåìàõ Òîïîíîãîâà î ñðàâíåíèè óãëîâ è î ðèìàíîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ
íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû, ñîäåðæàùèõ ïðÿìóþ ëèíèþ, îáîáùåíèÿõ ýòèõ òåî-
ðåì, ñâÿçàííûõ ñ íèìè ðåçóëüòàòàõ, è ïîäåëèòüñÿ íåêîòîðûìè âîñïîìèíàíèÿìè.
Õî÷ó ñîîáùèòü ïðåíåïðèÿòíîå èçâåñòèå: ñ îñåíè 2014 ã. â Îìñêîì ãîñóäàð-

ñòâåííîì óíèâåðñèòåòå ãåîìåòðèÿ íå ñóùåñòâóåò: îòìåíåí ïîñëåäíèé èç ñóùå-
ñòâîâàâøèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ êóðñîâ ëåêöèé, ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.
ß èìåë áîëüøîå ñ÷àñòüå îáùàòüñÿ â ìîè ìîëîäûå ãîäû ñ âûäàþùèìèñÿ ãåî-

ìåòðàìè òîãäàøíèõ êàôåäð ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè è àíàëèçà. Ïîñëå îêîí÷àíèÿ
îáû÷íîé ñðåäíåé øêîëû ÿ ïîñòóïèë â ÍÃÓ â 1966 ã. Àíàëèòè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ
÷èòàë Èãîðü Àëåêñàíäðîâè÷ Øâåäîâ, äèôôåðåíöèàëüíóþ ãåîìåòðèþ � àêàäå-
ìèê Àëåêñàíäð Äàíèëîâè÷ Àëåêñàíäðîâ, îäíàæäû åãî çàìåíÿë Þðèé Ôåäîðî-
âè÷ Áîðèñîâ, ìîé áóäóùèé íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü.
Ïîìíþ ðàññêàç Àëåêñàíäðà Äàíèëîâè÷à íà ëåêöèè î òîì, êàê îí â ñâîå âðåìÿ

�ðàçáðàñûâàë çàäà÷è äëÿ àñïèðàíòîâ è äîêòîðàíòîâ�. Íà ýêçàìåíå ïî àíàëè-
òè÷åñêîé ãåîìåòðèè Èãîðü Àëåêñàíäðîâè÷ ïðåäëîæèë äîêàçàòü ñòóäåíòó ñóùå-
ñòâîâàíèå ïðÿìîé, íå ïåðåñåêàþùåé ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä (ñåäëîâóþ ïî-
âåðõíîñòü). Ñòóäåíò íå ñìîã ýòîãî ñäåëàòü. Èãîðü Àëåêñàíäðîâè÷ è Ëåâ Íèêîëà-
åâè÷ Èâàíîâñêèé îáñóæäàþò, êàê ìîæíî ðåøèòü ýòó çàäà÷ó. Èãîðü Àëåêñàíäðî-
âè÷ ïðåäëàãàåò "ïîñàäèòü âñàäíèêà â ñåäëî è ïðîòêíóòü åìó óøè". Ýêçàìåí ïî
äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè ÿ ñäàâàë Âèêòîðó Àíäðååâè÷ó Òîïîíîãîâó (îáûê-
íîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ÿ ñäàâàë àêàäåìèêó Ñ.Ë.Ñîáîëåâó!). Â
êà÷åñòâå çàäà÷è îí ïðåäëîæèë äîêàçàòü, ÷òî âèíòîâàÿ ëèíèÿ íà êðóãëîì öè-
ëèíäðå � ãåîäåçè÷åñêàÿ. ß íå ñìîã ñðàçó ýòî ñäåëàòü. Îí ñî ñâîèì õàðàêòåðíûì
ñìåõîì ïðåäëîæèë: "ïðîêàòèòå öèëèíäð ïî ïëîñêîñòè è ñëåä âèíòîâîé ëèíèè
áóäåò ïðÿìîé".
Ïîñëå ëåòíèõ ýêçàìåíîâ ïî îêîí÷àíèè 2-ãî êóðñà íà ïëÿæå Îáñêîãî ìîðÿ ÿ

ðåøèë, ÷òî áóäó ñïåöèàëèçèðîâàòüñÿ ïî ãåîìåòðèè. Íî áëèæå ïîçíàêîìèëñÿ ñ
êàôåäðîé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè è âûáðàë íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ ÿ íå ñðàçó.
Âèêòîð Àíäðååâè÷ áûë ðåöåíçåíòîì ìîåé äèïëîìíîé ðàáîòû �Ê óñëîâèþ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ òåíçîðà êðèâèçíû�. Ïîìíþ, ÷òî ðàç â ñâÿçè ñ ýòèì îí ïðèãëàñèë
ìåíÿ â ñâîþ êâàðòèðó íà Ìîðñêîì ïðîñïåêòå ïîñëå ïîæàðà (ïîýòîìó åãî çâàëè
â òî âðåìÿ �Òîïîíîãîâ, êîòîðûé Ïîãîðåëîâ�) è ïîêàçûâàë êàðòèíêè èç êíèæêè
Äæ.Ìèëíîðà �Òåîðèÿ Ìîðñà�, èëëþñòðèðóþùèå ñèììåòðèè òåíçîðà êðèâèçíû.
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Äèïëîìû îá îêîí÷àíèè óíèâåðñèòåòà â èþíå 1971 ã. âðó÷àë Âëàäèìèð Èâàíîâè÷
Êóçüìèíîâ.
Êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ "Ê ìåòðè÷åñêèì îñíîâàíèÿì ðèìàíîâîé ãåîìåò-

ðèè"ïîñëå ðàçíûõ ïðèêëþ÷åíèé ÿ çàùèòèë ëèøü â 1979 ã. â Êàçàíè. Îäíèì
èç îïïîíåíòîâ áûë ó÷åíèê À.Ä.Àëåêñàíäðîâà Âèêòîð Àáðàìîâè÷ Çàëãàëëåð,
êîòîðîãî ïî÷åìó-òî â "Õðåñòîìàòèè ïî èñòîðèè èíôîðìàòèêè"2014 ã. íàçâàëè
�ñïåöèàëèñòîì ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè�. Â ýòîé êíèãå íàïå÷àòàíî èíòåð-
âüþ ñ íèì è Àíàòîëèåì Ìîèñååâè÷åì Âåðøèêîì, îïïîíåíòîì ìîåé äîêòîðñêîé
äèññåðòàöèè �Îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé�, çàùèùåííîé
â 1990 ã., ïîòîìó, ÷òî Âèêòîð Àáðàìîâè÷ �Â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò çàíèìàëñÿ,
ñîâìåñòíî ñ (àêàäåìèêîì) Ë.Â.Êàíòîðîâè÷åì (ëàóðåàòîì Íîáåëåâñêîé ïðåìèè
1975 ã. ïî ýêîíîìèêå) ðàçðàáîòêîé (ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ).�
Çàìå÷ó, ÷òî íàçâàíèÿ ìîåé äèïëîìíîé ðàáîòû è ìîåé êàíäèäàòñêîé äèññåð-

òàöèè, à òàêæå �äèñòàíöèîííûå� äëÿ ââåäåííûõ â ìîåé ðàáîòå 1975 ã. �Ââåäåíèå
ðèìàíîâîé ñòðóêòóðû â íåêîòîðûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ� [13] êîîðäèíàò
ïðåäëîæèë À.Ä.Àëåêñàíäðîâ.

1. Òåîðåìà Òîïîíîãîâà î ñðàâíåíèè óãëîâ è åå îáîáùåíèÿ

Òåîðåìà 1. Åñëè ïîëíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå M (êëàññà C2) èìååò ñåê-
öèîííóþ êðèâèçíó ≥ K, òî óãëû ëþáîãî òðåóãîëüíèêà â M (ñîñòàâëåííîãî èç
êðàò÷àéøèõ ãåîäåçè÷åñêèõ) íå ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà
ñðàâíåíèÿ, ò.å. òðåóãîëüíèêà ñ òåìè æå äëèíàìè ñòîðîí, â (ïîëíîé îäíîñâÿç-
íîé) ïëîñêîñòè S2

K ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû K.

Çàìå÷àíèå 1. S2
K � ñôåðà x2 + y2 + z2 = 1

K
â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

(E3, ds2 = dx2 + dy2 + dz2) åñëè K > 0, ïîâåðõíîñòü x2 + y2 − z2 = 1
K
, z > 0,

â ïñåâäîåâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (E2,1, ds2 = dx2 + dy2 − dz2), åñëè K < 0, è
åâêëèäîâà ïëîñêîñòü (E2, ds2 = dx2 + dy2), åñëè K = 0.

Çàìå÷àíèå 2. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 äëÿ (äîñòàòî÷íî) ìàëûõ òðåóãîëü-
íèêîâ õîðîøî èçâåñòíî èç êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Íî òåîðåìà 1 èìååò ãëî-
áàëüíûé õàðàêòåð, ò.å. ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé �ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè â öåëîì�.
Èìåííî ïîýòîìó îíà ïðèìåíÿëàñü ïðè èçó÷åíèè òîïîëîãèè (â òîì ÷èñëå äèô-
ôåðåíöèàëüíîé) ïîëíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé.

Ñíà÷àëà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà â [1] äëÿ K = 0, çàòåì â [2] äëÿ K > 0, è â
[3] äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ.
Óñëîâèå C2 â òåîðåìå 1 (ñóùåñòâîâàíèèÿ âòîðûõ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ êîì-

ïîíåíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà â ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîêàëüíûõ ñèñòåìàõ êîîðäè-
íàò) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì êëàññè÷åñêèì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ íåïðåðûâ-
íîãî òåíçîðà êðèâèçíû íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè.
Â äâóìåðíîì ñëó÷àå òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû À.Ä.Àëåê-

ñàíäðîâà â [4] äëÿ (â îáùåì ñëó÷àå íåðåãóëÿðíûõ) ïîâåðõíîñòåé êðèâèçíû ≥ K
ïî À.Ä.Àëåêñàíäðîâó. Îïðåäåëåíèå îáùèõ ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé
ñ ýòèì óñëîâèåì (òàê íàçûâàåìûõ ïðîñòðàíñòâ Àëåêñàíäðîâà), à òàêæå ñ êðè-
âèçíîé ≤ K ïî À.Ä.Àëåêñàíäðîâó, äàíî è â [5].
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Îòì÷ó, ÷òî êàæäîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ñåêöèîííîé êðèâèçíîé ≥ K
(ñîîòâåòñòâåííî, ≤ K) èìååò êðèâèçíó ≥ K (ñîîòâåòñòâåííî, ≤ K) ïî
À.Ä.Àëåêñàíäðîâó.
Èíòåðåñíî, ÷òî òåîðèþ è ðåçóëüòàòû, âïîëíå àíàëîãè÷íûå òåîðèè è ðåçóëüòà-

òàì À.Ä.Àëåêñàíäðîâà èç [4] î äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ äâóñòîðîííå îãðàíè-
÷åííîé êðèâèçíû, ò.å. êðèâèçíû ≤ K ′ è ≥ K, ãäå K ≤ K ′, (â äðóãîé òåðìèíîëî-
ãèè, îãðàíè÷åííîé óäåëüíîé êðèâèçíû) ðàíåå ïîñòðîèë è ïîëó÷èë ó÷åíèê Êàðëà
Ìåíãåðà Àáðàõàì Âàëüä (áîëåå èçâåñòíûé êàê ñïåöèàëèñò ïî òåîðèè âåðîÿòíî-
ñòåé è ìàò.ñòàòèñòèêå; ïîãèá â àâèàêàòàñòðîôå â Èíäèè â 1950 ã.) â ðàáîòå [6].
Îïðåäåëåíèÿ À.Ä.Àëåêñàíäðîâà äîñòàòî÷íî òåõíè÷íû, òðåáóþò ðàññìîòðå-

íèÿ òðåóãîëüíèêîâ è ðàçëè÷íûõ ïîíÿòèé óãëà. Îïðåäåëåíèÿ À.Âàëüäà îñíî-
âàíû íà èçîìåòðè÷íûõ âëîæåíèÿõ â S2

K ÷åòâåðîê ðàçëè÷íûõ òî÷åê {x, y, z, w}
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (M,ρ) ñ óñëîâèåì ρ(y, z) = ρ(y, w) + ρ(w, z).
Ïðè ïåðåõîäå ê ìíîãîìåðíûì ìíîãîîáðàçèÿì (ñ âêëþ÷åíèåì äâóìåðíîãî ñëó-

÷àÿ) èëè, áîëåå îáùî, ïðîèçâîëüíûì ïðîñòðàíñòâàì ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé,
òàêîé ïîäõîä åñòåñòâåííî ñâÿçàí ñ ðàññìîòðåíèåì ïðîèçâîëüíûõ ÷åòâåðîê ðàç-
ëè÷íûõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà è èõ èçîìåòðè÷íûõ âëîæåíèé â S3

K . Â ðàáîòå [7]
(ñì. òàêæå [8]) óñòàíîâëåíî, ÷òî

Òåîðåìà 2. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (M,ρ) ñ ëîêàëüíûì ñóùåñòâîâàíèåì
êðàò÷àéøèõ èìååò êðèâèçíó ≥ K (è ≤ K ′, ãäå K ≤ K ′) ïî À.Ä.Àëåêñàíäðîâó
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(B) ëîêàëüíî êàæäàÿ ÷åòâåðêà òî÷åê â (M,ρ) èçîìåòðè÷íî âêëàäûâàåòñÿ â

S3
K′′ , ãäå K ′′ ≥ K (ñîîòâåòñòâåííî, K ≤ K ′′ ≤ K ′) è K ′′ çàâèñèò îò âûáðàííîé

÷åòâåðêè òî÷åê.
Ïðè ýòîì óñëîâèå âíå ñêîáîê â (B) ýêâèâàëåíòíî êàæäîìó èç óñëîâèé
(B1) ëîêàëüíî êàæäàÿ ÷åòâåðêà òî÷åê â (M,ρ) èçîìåòðè÷íî âêëàäûâàåòñÿ

â S2
K′′′ , ïðè íåêîòîðîìå K ′′′ ≥ K, çàâèñÿùåì îò âûáðàííîé ÷åòâåðêè òî÷åê;
(B2) ëîêàëüíî äëÿ êàæäîé ÷åòâåðêè {x, y, z, w} òî÷åê â (M,ρ) ñóììà óãëîâ

òðåóãîëüíèêîâ x′y′z′, x′y′w′, x′z′w′ â S2
K ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí, èçîìåòðè÷-

íûõ ñîîòâåòñòâåííî òðîéêàì {x, y, z}, {x, y, w}, {x, z, w}, ïðè âåðøèíå x′ íå
áîëüøå 2π.
Óïîìÿíóòûå òðè óñëîâèÿ âçàèìíî ýêâèâàëåíòíû è ãëîáàëüíî.

Çàìå÷àíèå 3. Ëåãêî âèäíî, ÷òî äëÿ ïîëíîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ ãëîáàëü-
íîå âûïîëíåíèå óñëîâèÿ âíå ñêîáîê â (B) ëèøü äëÿ ÷åòâåðîê À.Âàëüäà óæå
âëå÷åò ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ òåîðåìû 1 Òîïîíîãîâà.

Â ðàáîòå [9] Þ.Áóðàãî, Ì.Ãðîìîâà, Ã.Ïåðåëüìàíà ïðîñòðàíñòâî êðèâèçíû
≥ K îïðåäåëÿåòñÿ êàê ëîêàëüíî ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (Â2) è äîêàçûâàåòñÿ Òåîðåìà ãëîáàëèçàöèè 3.2:

Òåîðåìà 3. Â ïîëíîì ïðîñòðàíñòâå êðèâèçíû ≥ K óñëîâèå (B2) âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ ëþáîé ÷åòâåðêè òî÷åê.

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà äîêàçàíà íåçàâèñèìî äðóãèì ñïîñîáîì â ðàáîòå [10] Êî-
íðàäà Ïëàóòà íà îñíîâå óñëîâèÿ âíå ñêîáîê â (B). Â îáùåì ñëó÷àå, â ðàáîòàõ [9]
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è [10] íå ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå êðàò÷àéøèõ. Ïðè òàêîì äîïîëíèòåëü-
íîì ïðåäïîëîæåíèè àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äîêàçàí â ðàáîòå [11] øâåéöàðñêèõ
ìàòåìàòèêîâ Óðñà Ëåíãà è Âèêòîðà Øðåäåðà.
Íî îñòàåòñÿ íåðåøåííûì ñëåäóþùèé âàæíûé âîïðîñ, êàñàþùèéñÿ àêñèîìà-

òèêè ïðîñòðàíñòâ êðèâèçíû ≥ K.

Âîïðîñ 1. [12] À.Ä.Àëåêñàíäðîâ äîêàçàë â [5], ÷òî åñëè â ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå M ñ ëîêàëüíûì ñóùåñòâîâàíèåì êðàò÷àéøèõ ëîêàëüíî ñóììà óã-
ëîâ êàæäîãî òðåóãîëüíèêà íå áîëüøå ñóììû óãëîâ ñîîòâåòñòâóþùåãî òðå-
óãîëüíèêà ñðàâíåíèÿ â S2

K , òî òî æå âåðíî äëÿ êàæäîãî óãëà ýòîãî òðåóãîëü-
íèêà â M. Âåðíî ëè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå, åñëè çàìåíèòü ñëîâà "íå áîëü-
øå"ñëîâàìè "íå ìåíüøå"?

2. Ñèíòåòè÷åñêîå ïîñòðîåíèå ðèìàíîâîé ãåîìåòðèè

Â ðàáîòå [13] 1975 ã. äîêàçàíà

Òåîðåìà 4. Ëîêàëüíî êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóòðåííåé ìåòðèêîé êðè-
âèçíû ≥ K è ≤ K ′, ãäå K ≤ K ′, óäîâëåòâîðÿþùåå ëîêàëüíî óñëîâèþ ïðîäîëæå-
íèÿ êðàò÷àéøèõ, èçîìåòðè÷íî ðèìàíîâó ìíîãîîáðàçèþ êëàññà C0 (ñ íåïðåðûâ-
íûìè êîìïîíåíòàìè ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà â "äèñòàíöèîííûõ êîîðäèíàòàõ")

Çàìå÷àíèå 4. Ðîëü óñëîâèé äâóñòîðîííåé îãðàíè÷åííîñòè êðèâèçíû â ñòà-
òüå [13] èãðàëî íåêîòîðîå ýêâèâàëåíòíîå èì íåðàâåíñòâî À), ÿâëÿþùååñÿ ñëåä-
ñòâèåì ñîîòíîøåíèé (21) íà ñ. 210 â çàìå÷àòåëüíîé êíèãå Ýëè Êàðòàíà [14]
èëè (29) íà ñ. 293 ðóññêîãî ïåðåâîäà [15] ðàñøèðåííîãî è èñïðàâëåííîãî èçäàíèÿ
Ý.Êàðòàíà 1946 ã.

Â ðàáîòàõ [16] è [17] òåîðåìà 4 ðàñïðîñòðàíåíà íà ñëó÷àè ñ îäíîñòîðîííèìè
îãðàíè÷åíèÿìè íà êðèâèçíó.
Â 1983 ã. È.Ã.Íèêîëàåâ äîêàçàë ïðè òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî â òåîðåìå

4, ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 5. [18], [19], [20], [12] Ïóñòü M � ïðîñòðàíñòâî ñ (äâóñòîðîííå)
îãðàíè÷åííîé êðèâèçíîé. Òîãäà â îêðåñòíîñòè êàæäîé åãî òî÷êè ìîæíî ââå-
ñòè ãàðìîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà
âî âñÿêîé ãàðìîíè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò â M åñòü íåïðåðûâíûå ôóíêöèè
ñîáîëåâñêîãî êëàññà W 2

q , ãäå â êà÷åñòâå q ìîæåò áûòü âçÿòî ëþáîå ÷èñëî, íå
ìåíüøåå åäèíèöû (ñëåäîâàòåëüíî êëàññà C1,α ïðè ëþáîì α, 0 < α < 1). Ãàðìî-
íè÷åñêèå ñèñòåìû êîîðäèíàò çàäàþò íà M àòëàñ êëàññà C3,α ïðè ëþáîì α,
0 < α < 1.

Íà îñíîâàíèè ãåîìåòðè÷åñêîé êîíñòðóêöèè â [19] ââîäèòñÿ ïàðàëëåëüíûé
ïåðåíîñ âåêòîðîâ âäîëü (ñïðÿìëÿåìîé) êðèâîé, ÿâëÿþùèéñÿ èçîìåòðè÷åñêèì
îòîáðàæåíèåì êàñàòåëüíûõ åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷-
êàõ. Ââåäåííûé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ïîçâîëÿåò äîêàçàòü, ÷òî íà ñàìîì äåëå
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êîìïîíåíòíû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà â äèñòàíöèîííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÿâëÿ-
þòñÿ ëèïøèöåâûìè ôóíêöèÿìè.Ýòî ïîçâîëÿåò ââåñòè â ïðîñòðàíñòâå M ãàð-
ìîíè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è ñ ïîìîùüþ äîâîëüíî òîíêîé àíàëèòè÷åñêîé
òåõíèêè äîêàçàòü â [20] òåîðåìó 5.

3. Òåîðåìà Òîïîíîãîâà î ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè

íåîòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû, ñîäåðæàùåì ïðÿìóþ ëèíèþ

Òåîðåìà 6. [21] Åñëè ïîëíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå M íåîòðèöàòåëüíîé ñåê-
öèîííîé êðèâèçíû ñîäåðæèò ìíîæåñòâî, èçîìåòðè÷íîå åâêëèäîâîé ïðÿìîé
R, òî M èçîìåòðè÷íî N ×R, ãäå N � íåêîòîðîå ïîëíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðà-
çèå íåîòðèöàòåëüíîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû.

Â ðàáîòå [22] Äæ.×èãåðà è Ä.Ãðîìîëëà äîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå íåïîëîæèòåëü-
íîñòè ñåêöèîííîé êðèâèçíû â ýòîé òåîðåìå ìîæíî çàìåíèòü áîëåå îáùèì óñëî-
âèåì íåïîëîæèòåëüíîñòè êðèâèçíû Ðè÷÷è. Îòñþäà ëåãêî âûâîäèòñÿ

Òåîðåìà 7. Íåêîìïàêòíîå îäíîðîäíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå íåîòðèöàòåëü-
íîé ñåêöèîííîé (ñîîòâ., ðè÷÷èåâîé) êðèâèçíû èçîìåòðè÷íî ïðÿìîìó ìåòðè÷å-
ñêîìó ïðîèçâåäåíèþ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà è êîìïàêòíîãî îäíîðîäíîãî ðè-
ìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ñåêöèîííîé (ñîîòâ., ðè÷÷èåâîé) êðè-
âèçíû.

4. Òåîðåìà è ãèïîòåçà ×èãåðà-Ãðîìîëëà

Òåîðåìà 8. [23] ([24]) Åñëè M � ñâÿçíîå ïîëíîå íåêîìïàêòíîå ðèìàíîâî ìíî-
ãîîáðàçèå íåîòðèöàòåëüíîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû, òî â M ñóùåñòâóåò êîì-
ïàêòíîå âïîëíå ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå, �äóøà�, S òàêîå, ÷òî M ãîìåî-
ìîðôíî (äèôôåîìîðôíî) íîðìàëüíîìó âåêòîðíîìó ðàññëîåíèþ íàä S.

Â.À.Øàðàôóòäèíîâ â ñòàòüå [25] ïîñòðîèë ìåòðè÷åñêóþ ðåòðàêöèþ Sh :M →
S. Ñ ïîìîùüþ íåå îí â ðàáîòå [26] äîêàçàë, ÷òî ëþáûå äâå äóøè â M èçîìåò-
ðè÷íû è íàøåë êðèòåðèé åäèíñòâåííîñòè äóøè â M .

Ãèïîòåçà 1. [23] Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 8 â íåêîòîðîé òî÷êå èç M âñå
ñåêöèîííûå êðèâèçíû ïîëîæèòåëüíû, òî S � òî÷êà, ñëåäîâàòåëüíî M äèô-
ôåîìîðôíî åâêëèäîâó ïðîñòðàíñòâó.

Ã.Ïåðåëüìàí äîêàçàë â [27], ÷òî Sh � ðèìàíîâà ñóáìåðñèÿ êëàññà C1 è ãè-
ïîòåçà 1 âåðíà. Ïîñêîëüêó Sh � ñóáìåòðèÿ [28], ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óëó÷øàåò
ïåðâîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 9. [28] Êàæäàÿ ñóáìåòðèÿ ãëàäêèõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé ÿâëÿ-
åòñÿ ðèìàíîâîé ñóáìåðñèåé êëàññà C1,1; â îáùåì ñëó÷àå ýòîò ðåçóëüòàò íå
óëó÷øàåì.

Çàìå÷ó, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò äè-
ñòàíöèîííûå ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Âîïðîñ 2. Âåðíî ëè, ÷òî Sh ∈ C∞?
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Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò ñëåäîâàë áû èç ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà íà

Âîïðîñ 3. [28] Âåðíî ëè, ÷òî ñóáìåòðèÿ ñâÿçíûõ ïîëíûõ (ãëàäêèõ) ðèìàíî-
âûõ ìíîãîîáðàçèé íåîòðèöàòåëüíîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû ÿâëÿåòñÿ ðèìàíî-
âîé ñóáìåðñèåé êëàññà C∞?

Îòâåò íà ýòîò îáùèé âîïðîñ íå èçâåñòåí. Òåì íå ìåíåå, â [29], [30] äîêàçà-
íî, ÷òî îòâåò íà âîïðîñ 2 ïîëîæèòåëåí; ïðè ýòîì â [30] âûñêàçàíî ñîìíåíèå â
äîñòîâåðíîñòè äîêàçàòåëüñòâà èç [29].

5. Çàäà÷à Òîïîíîãîâà äëÿ ñòóäåíòîâ [31], [32]

6. Îäíîðîäíûå ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ïîëîæèòåëüíîé

ñåêöèîííîé êðèâèçíû

Òåîðåìà 10. [8]Ñâÿçíîå ëîêàëüíî êîìïàêòíîå îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî ñ âíóò-
ðåííåé ìåòðèêîé êðèâèçíû ≤ K (≥ K > 0) ïî À.Ä.Àëåêñàíäðîâó � îäíîðîäíîå
ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ñåêöèîííîé êðèâèçíîé ≤ K (≥ K > 0).

Çàìå÷àíèå 5. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Óòâåðæäåíèå â ñêîáêàõ â
îáùåì ñëó÷àå íå âåðíî, åñëè K ≤ 0.

Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî ñ ó÷åòîì ïîïðàâêè Á.Âèëêèíãà [33], ñòàòüÿ Ë.Áåðàð-
Áåðæåðè [34], ïîñëå ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîò Ì.Áåðæå, Âàëëàõà è Àëîôôà, çà-
âåðøàåò êëàññèôèêàöèþ âñåõ îäíîñâÿçíûõ îäíîðîäíûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîá-
ðàçèé ïîëîæèòåëüíîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû. Îäíàêî 10.02.2015 ïîÿâèëñÿ ïðå-
ïðèíò [35], àâòîðû êîòîðîãî óêàçûâàþò, ïî èõ ìíåíèþ, ñåðüåçíûé ïðîáåë â äî-
êàçàòåëüñòâå èç ñòàòüè [34]. Íà îñíîâàíèè ýòîãî îíè ñ÷èòàþò, ÷òî âîïðîñ îá
óïîìÿíóòîé êëàññèôèêàöèè â íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè îñòàåòñÿ îòêðûòûì.
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